
Занятие №19. Решение систем линейных уравнений методом Крамера 

 

Решением СЛАУ (систем линейных алгебраических уравнение) называются такие неизвестные 

значения x, y, z при которых все уравнения данной системы преобразовываются в тождества. 

Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными х1, x2, …, xn: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

                         (*) 

Числа аik называются коэффициентами при неизвестных этой системы, а числа b1, b2, …, bn – 

свободными членами. Матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных, называется основной 

матрицей системы. 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 …    𝑎1𝑛
𝑎21

⋯
𝑎22

⋯
…   𝑎2𝑛

⋯     ⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯   𝑎𝑛𝑛

). 

Систему (*) можно записать в матричном виде: Ax=B, где A – основная матрица системы,  x – 

вектор-столбец неизвестных,  B -  вектор-столбец свободных членов. 

Пример 1. Дана система уравнений размерности 2х2:  

2 3 2, 

5 2 3.

x y

x y

 

  

Основная матрица А=(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) = (

2 −3
−5 2

), а свободные члены b1 =2, b2 =3. 

Теорема. Система n линейных уравнений с n неизвестными имеет единственное решение тогда и 

только тогда, когда определитель основной матрицы системы отличен от нуля.  

В этом случае  решение СЛАУ можно искать, используя метод Крамера. 

 

Метод Крамера (метод определителя, правило Крамера) 

 

Метод состоит в вычислении вспомогательных определителей, 

которые строятся заменой столбцов при соответствующих неизвестных  в 

основном определителе на столбцы свободных членов. 

Рассмотрим метод Крамера на примере системы двух уравнений с 

двумя неизвестными.  

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений вида 

{
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑏2
. 

Чтобы система имела единственное решение, необходимо и 

достаточно, чтобы главный определитель системы  был отличен от нуля: 

11 12

11 22 21 12

21 22

a a
a a a a

a a
    0. 

Затем по коэффициентам системы составляется два вспомогательных   определителя: 

1 12 11 1

1 1 22 2 12 2 11 2 21 1

2 22 21 2

,    .x x

a a b
b a b a a a b

b a a

b

b
b        

В x1 коэффициенты при x1 – элементы  первого столбца – заменяются  свободными членами, а в 

x2 коэффициенты при x2 – элементы  второго столбца – заменяются  свободными членами. 

Решение находится по формулам Крамера: 

1 2
1 2,  .x xx x

 
 

 
  

Если =0 и хотя бы один из x, y отличен от нуля, то система не имеет решений (несовместна).  

Если все определители равны нулю =x= y =0, то система имеет бесконечно много решений.  

В этом случае лучше использовать метод Гаусса. 

 

 

 

Габриель Крамер – 

математик 



Пример 2. Решить систему размерности 2х2 методом Крамера: 

1 2

1 2

2 3 2, 

5 2 3.

x x

x x

 

  

 

Решение. 

1. Найдем основной определитель системы уравнений: 

   11 12

21 22

2 3
2*2 5 * 3 11

5 2

a a

a a

  
       

  
 0, 

2. Составляем вспомогательные определители: 

 

 2

2

1

1 1

22

2 3
2*2 3* 3 13;

3 2
x

b a

b a

  
     

 
   11 1

2

21 2

2 2
2*3 5 *2 16;

5 3
x

a b

a b

 
     

  
  

3. Находим решение по формулам:
1 2

1 2

13 16
,  .

11 11

x xx x
 

     
 

. 

4. Проверим, действительно ли полученные значения являются решением системы? Подставим 

их в одно из уравнений системы: 

2 ∗ (−
13

11
) − 3 (−

16

11
) = −

26

11
+

48

11
=

22

11
= 2.  

Мы получили число, совпадающее со свободным членом в первом уравнении. 

Ответ: 1 2

13 16
, 

11 11
x x     ∎ 

Пример 3. Решить систему размерности 3х3 методом Крамера. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 21,

3 4 2 9,

2 10.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

Решение.  

1. Найдем основной определитель системы: 

 = |
3 −2 4
3 4 −2
2 −1 −1

| = 3 ∗ |
4 −2

−1 −1
| − 3 ∗ |

−2 4
−1 −1

| + 2 ∗ |
−2 4
4 −2

|

= 3 ∗ (−4 − 2) − 3 ∗ (2 + 4) + 2 ∗ (4 − 16) = 

= −18 − 18 − 24 = −60 ≠ 0=3 - система имеет единственное решение. 

2. Составляем вспомогательные определители: 

𝑥1 = |
𝟐𝟏 −2 4
𝟗 4 −2

𝟏𝟎 −1 −1
| = 21 ∗ |

4 −2
−1 −1

| − 9 ∗ |
−2 4
−1 −1

| + 10 ∗ |
−2 4
4 −2

| = 

= 21 ∗ (−6) − 9 ∗ 6 + 10 ∗ (−12) = −126 − 54 − 120 = −300. 

𝑥2 = |
3 𝟐𝟏 4
3 𝟗 −2
2 𝟏𝟎 −1

| = 3 ∗ |
9 −2

10 −1
| − 3 ∗ |

21 4
10 −1

| + 2 ∗ |
21 4
9 −2

| = 

= 3 ∗ 11 − 3 ∗ (−61) + 2 ∗ (−78) = 33 + 183 − 156 = 60. 

𝑥3 = |
3 −2 𝟐𝟏
3 4 𝟗
2 −1 𝟏𝟎

| = 3 ∗ |
4 9

−1 10
| − 3 ∗ |

−2 21
−1 10

| + 2 ∗ |
−2 21
4 9

| = 

= 3 ∗ 49 − 3 ∗ 1 + 2 ∗ (−102) = 147 − 3 − 284 = −60. 



3. Находим решение по формулам: 

𝑥1 =
∆𝑥1

∆
=

−300

−60
= 5, 𝑥2 =

∆𝑥2

∆
=

60

−60
= −1,   𝑥3 =

∆𝑥3

∆
=

−60

−60
= 1.   

Ответ. -1; 1; 5 (проверку выполните самостоятельно). 

Задания для самостоятельной работы: 

1. Решите системы уравнений 2х2 по правилу Крамера: 

а) 
2 4, 

3 7.

x y

y x

 


 
 

б)  
3 3, 

3 2 0.

x y

x y

 


 
  

2. Решите системы уравнений 3х3 по правилу Крамера: 

а)  {

3𝑥1 + 2𝑥2 = 3,
𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 2,

−3𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑥3 = 0.
 

 

б)  

2 3 2,

2 4 9,

6 5 2 17.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

 

 

 

 

 

Задание на дом: 

 

 {

3𝑥1 + 2𝑥2 = 𝑁,
𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 𝑁,

−3𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑥3 = 0.
, N – номер вашего варианта 

 


